
Intro	  –	  Channel	  Codes	  and	  	  
Block	  codes	  



Binary	  Symmetric	  Channel	  (BSC)	  

•  	  We	  will	  consider	  

•  	  GOAL:	  Have	  a	  “Pe”	  (prob.	  error	  in	  detec9on)	  
smaller	  than	  “p”	  (prob.	  error	  of	  the	  BSC)	  

1� p
<latexit sha1_base64="CBdKlxwhomb6O737YDXFj5ahkkk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHZ9oN4CXjxGNA9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dpaWV1bX1gsbxc2t7Z3d0t5+w8SpZrzOYhnrVkANl0LxOgqUvJVoTqNA8mYwvJ34zSeujYjVI44S7ke0r0QoGEUrPXinSbdUdivuFGSReDkpQ45at/TV6cUsjbhCJqkxbc9N0M+oRsEkHxc7qeEJZUPa521LFY248bPpqWNybJUeCWNtSyGZqr8nMhoZM4oC2xlRHJh5byL+57VTDK/9TKgkRa7YbFGYSoIxmfxNekJzhnJkCWVa2FsJG1BNGdp0ijYEb/7lRdI4q3jnlcv7i3L1Jo+jAIdwBCfgwRVU4Q5qUAcGfXiGV3hzpPPivDsfs9YlJ585gD9wPn8AsoiNZA==</latexit>

1� p
<latexit sha1_base64="CBdKlxwhomb6O737YDXFj5ahkkk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHZ9oN4CXjxGNA9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dpaWV1bX1gsbxc2t7Z3d0t5+w8SpZrzOYhnrVkANl0LxOgqUvJVoTqNA8mYwvJ34zSeujYjVI44S7ke0r0QoGEUrPXinSbdUdivuFGSReDkpQ45at/TV6cUsjbhCJqkxbc9N0M+oRsEkHxc7qeEJZUPa521LFY248bPpqWNybJUeCWNtSyGZqr8nMhoZM4oC2xlRHJh5byL+57VTDK/9TKgkRa7YbFGYSoIxmfxNekJzhnJkCWVa2FsJG1BNGdp0ijYEb/7lRdI4q3jnlcv7i3L1Jo+jAIdwBCfgwRVU4Q5qUAcGfXiGV3hzpPPivDsfs9YlJ585gD9wPn8AsoiNZA==</latexit>

p
<latexit sha1_base64="+WXle3g0Fo1CUFEovEEN0aSZlDQ=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0fqLeAF48JmAckS5id9CZjZmeXmVkhLPkCLx4U8eonefNvnCR70MSChqKqm+6uIBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWju6nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLFSPemVym7FnYEsEy8nZchR65W+uv2YpRFKwwTVuuO5ifEzqgxnAifFbqoxoWxEB9ixVNIItZ/NDp2QU6v0SRgrW9KQmfp7IqOR1uMosJ0RNUO96E3F/7xOasIbP+MySQ1KNl8UpoKYmEy/Jn2ukBkxtoQyxe2thA2poszYbIo2BG/x5WXSPK94F5Wr+mW5epvHUYBjOIEz8OAaqnAPNWgAA4RneIU359F5cd6dj3nripPPHMEfOJ8/2aiM8g==</latexit>

p
<latexit sha1_base64="+WXle3g0Fo1CUFEovEEN0aSZlDQ=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0fqLeAF48JmAckS5id9CZjZmeXmVkhLPkCLx4U8eonefNvnCR70MSChqKqm+6uIBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWju6nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLFSPemVym7FnYEsEy8nZchR65W+uv2YpRFKwwTVuuO5ifEzqgxnAifFbqoxoWxEB9ixVNIItZ/NDp2QU6v0SRgrW9KQmfp7IqOR1uMosJ0RNUO96E3F/7xOasIbP+MySQ1KNl8UpoKYmEy/Jn2ukBkxtoQyxe2thA2poszYbIo2BG/x5WXSPK94F5Wr+mW5epvHUYBjOIEz8OAaqnAPNWgAA4RneIU359F5cd6dj3nripPPHMEfOJ8/2aiM8g==</latexit>

C = 1�Hb(p)
<latexit sha1_base64="dh9lcShRNEFSGPaAups16fmuIkQ=">AAAB8XicbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBotQF5bEB+pCKHTTZQX7wDaUyXTSDp1MwsxEKKF/4caFIm79G3f+jdM2C209cOFwzr3ce48fc6a043xbuZXVtfWN/GZha3tnd8/eP2iqKJGENkjEI9n2saKcCdrQTHPajiXFoc9pyx9Vp37riUrFIvGgxzH1QjwQLGAEayM9Vu/cs1rPL8WnPbvolJ0Z0DJxM1KEDPWe/dXtRyQJqdCEY6U6rhNrL8VSM8LppNBNFI0xGeEB7RgqcEiVl84unqATo/RREElTQqOZ+nsixaFS49A3nSHWQ7XoTcX/vE6igxsvZSJONBVkvihIONIRmr6P+kxSovnYEEwkM7ciMsQSE21CKpgQ3MWXl0nzvOxelK/uL4uV2yyOPBzBMZTAhWuoQA3q0AACAp7hFd4sZb1Y79bHvDVnZTOH8AfW5w+OkY+E</latexit>

Since 0  Hb(p)  1
<latexit sha1_base64="VlhZv0vhH8tvDhGnLoxhnhcU5g4=">AAACF3icbZDLSgMxFIYz9VbHW9Wlm2BbqAvLjBfUhVDopsuK9gJtKZn0tA3NZMYkI5ahb+HGV3HjQhG3uvNtTC8Lrf4Q+PjPOZyc3ws5U9pxvqzEwuLS8kpy1V5b39jcSm3vVFUQSQoVGvBA1j2igDMBFc00h3oogfgeh5o3KI7rtTuQigXiRg9DaPmkJ1iXUaKN1U7lm74X3MfXTFDAGafJ4RaX2l4uPJigmxnZOFu8dA+nZjuVdvLORPgvuDNIo5nK7dRnsxPQyAehKSdKNVwn1K2YSM0oh5HdjBSEhA5IDxoGBfFBteLJXSOcNU4HdwNpntB44v6ciImv1ND3TKdPdF/N18bmf7VGpLvnrZiJMNIg6HRRN+JYB3gcEu4wCVTzoQFCJTN/xbRPJKHaRGmbENz5k/9C9SjvHudPr07ShYtZHEm0h/ZRDrnoDBVQCZVRBVH0gJ7QC3q1Hq1n6816n7YmrNnMLvol6+Mbxb2cdw==</latexit>

Then 0  C  1
<latexit sha1_base64="XLvgFXKmCSw7vHqcncY4nFVj6tQ=">AAACEXicbVC7TgJBFJ3FF+Jr1dJmIpBgIdn1EbUwIaGhxIRXAoTMDheYMDu7zswayYZfsPFXbCw0xtbOzr9xeBSKnuTenJxzb2bu8ULOlHacLyuxtLyyupZcT21sbm3v2Lt7NRVEkkKVBjyQDY8o4ExAVTPNoRFKIL7Hoe4NixO/fgdSsUBU9CiEtk/6gvUYJdpIHTvX8r3gPq4MQOCM0+Jwi4vT7mbGKZwtXrvHpY6XC486dtrJO1Pgv8SdkzSao9yxP1vdgEY+CE05UarpOqFux0RqRjmMU61IQUjokPShaaggPqh2PL1ojLNG6eJeIE0Jjafqz42Y+EqNfM9M+kQP1KI3Ef/zmpHuXbZjJsJIg6Czh3oRxzrAk3hwl0mgmo8MIVQy81dMB0QSqk2IKROCu3jyX1I7ybun+fObs3Thah5HEh2gQ5RDLrpABVRCZVRFFD2gJ/SCXq1H69l6s95nowlrvrOPfsH6+Aaox5pR</latexit>

21 = 2
<latexit sha1_base64="ZKexa3XXq+Fk9qs3sne6qPaie8Q=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ34rPEV69LNYCnUhSWpirooFLrpsoJ9QBvDZDpph04mYWYiltBfceNCEbf+iDv/xmmbhbYeuHA4517uvcePGZXKtr+NtfWNza3t3I65u7d/cGgd5dsySgQmLRyxSHR9JAmjnLQUVYx0Y0FQ6DPS8cf1md95JELSiN+rSUzcEA05DShGSkuela88ONWKCYv1qnPe8PxSfOZZBbtszwFXiZORAsjQ9Kyv/iDCSUi4wgxJ2XPsWLkpEopiRqZmP5EkRniMhqSnKUchkW46v30Ki1oZwCASuriCc/X3RIpCKSehrztDpEZy2ZuJ/3m9RAU3bkp5nCjC8WJRkDCoIjgLAg6oIFixiSYIC6pvhXiEBMJKx2XqEJzll1dJu1J2LspXd5eF2m0WRw6cgFNQAg64BjXQAE3QAhg8gWfwCt6MqfFivBsfi9Y1I5s5Bn9gfP4AiH6RhA==</latexit>

20 = 1
<latexit sha1_base64="gAIb+XBRQPviupowCHB2IVV5FHY=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ34rPEV69LNYCnUhSWpirooFLrpsoJ9QBvDZDpph04mYWYiltBfceNCEbf+iDv/xmmbhbYeuHA4517uvcePGZXKtr+NtfWNza3t3I65u7d/cGgd5dsySgQmLRyxSHR9JAmjnLQUVYx0Y0FQ6DPS8cf1md95JELSiN+rSUzcEA05DShGSkuela882FXHhMV61TlveH4pPvOsgl2254CrxMlIAWRoetZXfxDhJCRcYYak7Dl2rNwUCUUxI1Ozn0gSIzxGQ9LTlKOQSDed3z6FRa0MYBAJXVzBufp7IkWhlJPQ150hUiO57M3E/7xeooIbN6U8ThTheLEoSBhUEZwFAQdUEKzYRBOEBdW3QjxCAmGl4zJ1CM7yy6ukXSk7F+Wru8tC7TaLIwdOwCkoAQdcgxpogCZoAQyewDN4BW/G1Hgx3o2PReuakc0cgz8wPn8AhVqRgg==</latexit>

0	  

1	   1	  

0	  

Hb(p) = �p log2(p)� (1� p) log2(1� p)

<latexit sha1_base64="c7EtexJuAB0pfFtQqlCXx0WO44o=">AAACIHicbZDLTgIxFIY7eMPxhrp000hIYAGZQQ26ICFhwxITuSQwTjqlQENnpmk7JoTwKG58FTcuNEZ3+jR2YBYKnqTJ1/+cP+35Pc6oVJb1ZaQ2Nre2d9K75t7+weFR5vikLcNIYNLCIQtF10OSMBqQlqKKkS4XBPkeIx1vUo/7nQciJA2DOzXlxPHRKKBDipHSkpupNFwvzwvVIu+zcOSWNRfzdpEXkmuMZq58b1VtE+bqVbu4NLiZrFWyFgXXwU4gC5JqupnP/iDEkU8ChRmSsmdbXDkzJBTFjMzNfiQJR3iCRqSnMUA+kc5sseAc5rQygMNQ6BMouFB/O2bIl3Lqe3rSR2osV3ux+F+vF6nhtTOjAY8UCfDyoWHEoAphnBYcUEGwYlMNCAuq/wrxGAmElc7U1CHYqyuvQ7tcsi9KV7eX2dpNEkcanIFzkAc2qIAaaIAmaAEMHsEzeAVvxpPxYrwbH8vRlJF4TsGfMr5/ACDOnVE=</latexit>



Repe>>on	  Code	  
•  	  	  Simplest	  idea:	  Repeat	  and	  “majority	  vote”	  

I	  use	  the	  channel	  3	  >mes:	  	  	  slower	  (less	  velocity)	  or	  I	  use	  a	  
“greater	  bandwidth”	  (more	  “frequencies”,	  more	  space	  in	  
the	  “frequency	  domain”)	  	  

R =
k

k + m
=

1
1 + 2

=
1
3

<latexit sha1_base64="sNYniBnPDY0AMvE9VzAWnXjKD7w=">AAACEnicbVDLSgMxFM34rPU16tJNsAhKocy0Fd0IBTcuq9gHtEPJpJk2NMkMSUYow3yDG3/FjQtF3Lpy59+YtrOorQcC555zLzf3+BGjSjvOj7Wyura+sZnbym/v7O7t2weHTRXGEpMGDlko2z5ShFFBGppqRtqRJIj7jLT80c3Ebz0SqWgoHvQ4Ih5HA0EDipE2Us8+v7/uBhLhZJQmoyJPs8pNE7dYnqsqac8uOCVnCrhM3IwUQIZ6z/7u9kMccyI0ZkipjutE2kuQ1BQzkua7sSIRwiM0IB1DBeJEecn0pBSeGqUPg1CaJzScqvMTCeJKjblvOjnSQ7XoTcT/vE6sgysvoSKKNRF4tiiIGdQhnOQD+1QSrNnYEIQlNX+FeIhMCtqkmDchuIsnL5NmueRWShd31UKtmsWRA8fgBJwBF1yCGrgFddAAGDyBF/AG3q1n69X6sD5nrStWNnME/sD6+gXhTp2Q</latexit>



Repe>>on	  Code	  

0! 000
<latexit sha1_base64="SNkSR4lxCpQh7HTGczlDBkfEuNw=">AAAB+XicbVDLSgMxFM34rPU16tJNsAiuSsYHupKCG5cV7APaoWTStA3NJENyp1KG/okbF4q49U/c+Tem7Sy09cCFwzn3cu89USKFBUK+vZXVtfWNzcJWcXtnd2/fPzisW50axmtMS22aEbVcCsVrIEDyZmI4jSPJG9Hwbuo3RtxYodUjjBMexrSvRE8wCk7q+D5pG9EfADVGP2FCSMcvkTKZAS+TICcllKPa8b/aXc3SmCtgklrbCkgCYUYNCCb5pNhOLU8oG9I+bzmqaMxtmM0un+BTp3RxTxtXCvBM/T2R0djacRy5zpjCwC56U/E/r5VC7ybMhEpS4IrNF/VSiUHjaQy4KwxnIMeOUGaEuxWzATWUgQur6EIIFl9eJvXzcnBRvnq4LFVu8zgK6BidoDMUoGtUQfeoimqIoRF6Rq/ozcu8F+/d+5i3rnj5zBH6A+/zB16MktM=</latexit>

1! 111
<latexit sha1_base64="OHXV+v/HVZq0sEZDfTR77/eZPSY=">AAAB+XicbVDLSgMxFL3js9bXqEs3wSK4KhMf6EoKblxWsA9oh5JJ0zY0kwxJplKG/okbF4q49U/c+Tem7Sy09cCFwzn3cu89USK4sUHw7a2srq1vbBa2its7u3v7/sFh3ahUU1ajSijdjIhhgktWs9wK1kw0I3EkWCMa3k39xohpw5V8tOOEhTHpS97jlFgndXwftzXvDyzRWj0hjHHHLwXlYAa0THBOSpCj2vG/2l1F05hJSwUxpoWDxIYZ0ZZTwSbFdmpYQuiQ9FnLUUliZsJsdvkEnTqli3pKu5IWzdTfExmJjRnHkeuMiR2YRW8q/ue1Utu7CTMuk9QySeeLeqlAVqFpDKjLNaNWjB0hVHN3K6IDogm1LqyiCwEvvrxM6udlfFG+ergsVW7zOApwDCdwBhiuoQL3UIUaUBjBM7zCm5d5L9679zFvXfHymSP4A+/zB2Suktc=</latexit>

Sent	   Received	  

No	  error	  000
����
100
010
001
����
110
011
101
����
111

<latexit sha1_base64="ZpnBuNTxl7sEBtU8vO2nUiyNbt0=">AAACQXicbVBLSwMxGMzWV11fqx69BIvFiyXRih4LXjxWsLXQXUo2zbah2QdJVihL/5oX/4E37148KOLVi+l2BW0dCBlm5uNLxk8EVxqhZ6u0tLyyulZetzc2t7Z3nN29topTSVmLxiKWHZ8oJnjEWpprwTqJZCT0BbvzR1dT/+6eScXj6FaPE+aFZBDxgFOijdRzOlWEEHRdu3pikBNcCAgXN8JzgR8D42JgIYBhz6mgGsoBFwkuSAUUaPacJ7cf0zRkkaaCKNXFKNFeRqTmVLCJ7aaKJYSOyIB1DY1IyJSX5Q1M4JFR+jCIpTmRhrn6eyIjoVLj0DfJkOihmvem4n9eN9XBpZfxKEk1i+hsUZAKqGM4rRP2uWRUi7EhhEpu3grpkEhCtSndNiXg+S8vkvZpDZ/Vzm/qlUa9qKMMDsAhOAYYXIAGuAZN0AIUPIAX8AberUfr1fqwPmfRklXM7IM/sL6+AWszoVI=</latexit>

1	  error	  	  
(we	  correct	  1	  
error)	  

2	  errors	  

3	  errors	  

decision	  

0
<latexit sha1_base64="pFGZet23thr2vx8RKWF+9MxZvIY=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolW9Fjw4rEF+wFtKJvtpF272YTdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8N/PbT6g0j+WDmSToR3QoecgZNVZquP1S2a24c5BV4uWkDDnq/dJXbxCzNEJpmKBadz03MX5GleFM4LTYSzUmlI3pELuWShqh9rP5oVNybpUBCWNlSxoyV39PZDTSehIFtjOiZqSXvZn4n9dNTXjrZ1wmqUHJFovCVBATk9nXZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbTdGG4C2/vEpalxXvqnLdqJZr1TyOApzCGVyABzdQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFrXnHzmBP7A+fwBdyeMrQ==</latexit>

1
<latexit sha1_base64="DX8tSutwsVC/MIlR2noaWy2/h9Y=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolW9Fjw4rEF+wFtKJvtpF272YTdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8N/PbT6g0j+WDmSToR3QoecgZNVZqeP1S2a24c5BV4uWkDDnq/dJXbxCzNEJpmKBadz03MX5GleFM4LTYSzUmlI3pELuWShqh9rP5oVNybpUBCWNlSxoyV39PZDTSehIFtjOiZqSXvZn4n9dNTXjrZ1wmqUHJFovCVBATk9nXZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbTdGG4C2/vEpalxXvqnLdqJZr1TyOApzCGVyABzdQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFrXnHzmBP7A+fwBeKuMrg==</latexit>

1
<latexit sha1_base64="DX8tSutwsVC/MIlR2noaWy2/h9Y=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolW9Fjw4rEF+wFtKJvtpF272YTdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8N/PbT6g0j+WDmSToR3QoecgZNVZqeP1S2a24c5BV4uWkDDnq/dJXbxCzNEJpmKBadz03MX5GleFM4LTYSzUmlI3pELuWShqh9rP5oVNybpUBCWNlSxoyV39PZDTSehIFtjOiZqSXvZn4n9dNTXjrZ1wmqUHJFovCVBATk9nXZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbTdGG4C2/vEpalxXvqnLdqJZr1TyOApzCGVyABzdQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFrXnHzmBP7A+fwBeKuMrg==</latexit>

0
<latexit sha1_base64="pFGZet23thr2vx8RKWF+9MxZvIY=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolW9Fjw4rEF+wFtKJvtpF272YTdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8N/PbT6g0j+WDmSToR3QoecgZNVZquP1S2a24c5BV4uWkDDnq/dJXbxCzNEJpmKBadz03MX5GleFM4LTYSzUmlI3pELuWShqh9rP5oVNybpUBCWNlSxoyV39PZDTSehIFtjOiZqSXvZn4n9dNTXjrZ1wmqUHJFovCVBATk9nXZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbTdGG4C2/vEpalxXvqnLdqJZr1TyOApzCGVyABzdQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFrXnHzmBP7A+fwBdyeMrQ==</latexit>

We believe that

there is no error.

<latexit sha1_base64="qJd1I7+E6xrtsGpYioYKWdG6Gug="></latexit>

We believe that

there was at least

one error.

<latexit sha1_base64="ZkWwuU5uVDta3SmS1P0JxJ5/yi4="></latexit>

(or 3 errors)

<latexit sha1_base64="VsobR5gk2gvAqV6hHDXsf8xWrMM="></latexit>

We	  think	  there	  is	  was	  
at	  least	  one	  error	  and	  
we	  correct	  it	  

We believe that

there is no error.

<latexit sha1_base64="qJd1I7+E6xrtsGpYioYKWdG6Gug="></latexit>

(or 3 errors)

<latexit sha1_base64="VsobR5gk2gvAqV6hHDXsf8xWrMM="></latexit>

(And	  try	  to	  correct	  it)	  

In	  4	  cases,	  we	  make	  an	  error	  in	  detec>on…	  	  



Repe>>on	  Code	  

•  Assume	  1/3	  repe>>on	  
•  What	  is	  the	  probability	  of	  	  

error	  ?	  

•  If	  crossover	  probability	  of	  the	  channel	  p	  =	  0.01,	  and	  we	  
obtain	  Pe	  ≈	  0.0003	  (if	  we	  increase	  the	  repe>>ons	  we	  
can	  obtain	  Pe	  smaller	  and	  smaller)	  	  

•  Here	  coding	  rate	  R	  =	  1/3.	  Can	  we	  do	  beUer?	  How	  much	  
beUer?	  

€ 

Pe = 3p2(1− p) + p3
2 errors

<latexit sha1_base64="u/Saw0P55l457Iiy+A/nfmPisqA=">AAAB+HicbVBNSwMxEJ31s9aPrnr0EiyCp7JbK3osePFYwX5Au5Rsmm1Dk82SZMW69Jd48aCIV3+KN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YcKZNp737aytb2xubRd2irt7+wcl9/CopWWqCG0SyaXqhFhTzmLaNMxw2kkUxSLktB2Ob2Z++4EqzWR8byYJDQQexixiBBsr9d1ST4TyMasiqpRUetp3y17FmwOtEj8nZcjR6LtfvYEkqaCxIRxr3fW9xAQZVoYRTqfFXqppgskYD2nX0hgLqoNsfvgUnVllgCKpbMUGzdXfExkWWk9EaDsFNiO97M3E/7xuaqLrIGNxkhoak8WiKOXISDRLAQ2YosTwiSWYKGZvRWSEFSbGZlW0IfjLL6+SVrXiX1Qu72rlei2PowAncArn4MMV1OEWGtAEAik8wyu8OU/Oi/PufCxa15x85hj+wPn8AeG4kzM=</latexit>

3 error

<latexit sha1_base64="eq/O37BBHWG+LXGOw6zfO5Y6L6k=">AAAB9XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexqRI8BLx4jmAcka5idTJIh81hmZtWw5D+8eFDEq//izb9xkuxBEwsaiqpuuruimDNjff/by62srq1v5DcLW9s7u3vF/YOGUYkmtE4UV7oVYUM5k7RumeW0FWuKRcRpMxpdT/3mA9WGKXlnxzENBR5I1mcEWyfdd0SkntJzRLVWetItlvyyPwNaJkFGSpCh1i1+dXqKJIJKSzg2ph34sQ1TrC0jnE4KncTQGJMRHtC2oxILasJ0dvUEnTilh/pKu5IWzdTfEykWxoxF5DoFtkOz6E3F/7x2YvtXYcpknFgqyXxRP+HIKjSNAPWYpsTysSOYaOZuRWSINSbWBVVwIQSLLy+Txlk5OC9f3FZK1UoWRx6O4BhOIYBLqMIN1KAOBDQ8wyu8eY/ei/fufcxbc142cwh/4H3+AJK5koY=</latexit>



Repe>>on	  Code	  

Just	  an	  example	  
	  of	  noise	  vector	  

€ 

b

€ 

c

€ 

e

€ 

e

€ 

r Received	  stream	  

Decision	  with	  one	  error	  

€ 

b

€ 

b



€ 

k = longitud palabras de información

€ 

n =  longitud de las palabras códigos

€ 

2k =  numero de las posibles secuencias en entrada

€ 

2k =  numero palabras código

En	  general	  en	  codificación	  de	  canal:	  

Por	  ejemplo:	  

€ 

00

€ 

10

€ 

01

€ 

11

€ 

k = 2

€ 

2k = 4

Todas	  las	  secuencias	  

€ 

000

€ 

001

€ 

R =
k
n

Tasa	  del	  código:	  

€ 

010

€ 

100

€ 

011

€ 

101

€ 

110

€ 

111
€ 

2k = 4
Palabras	  códigos	  de	  	  
las	  
secuencias	  posibles	  

€ 

2n = 8

€ 

n = 3

€ 

k ≤ n



“Channel	  Coding”	  means:	  
!	  Find	  	  	  	  	  	  sequences	  of	  n	  bits	  (or	  beUer	  a	  
“mapping”)	  	  

€ 

00

€ 

10

€ 

01

€ 

11

€ 

k = 2

€ 

2k = 4

€ 

000

€ 

001

€ 

010

€ 

100

€ 

011

€ 

101

€ 

110

€ 

111
€ 

2k = 4
Palabras	  códigos	  de	  	  
las	  
secuencias	  posibles	  

€ 

2n = 8

€ 

n = 3

€ 

2k



Generally,	  we	  could	  construct	  a	  table:	  

€ 

00

€ 

10

€ 

01

€ 

11
€ 

b

€ 

c

€ 

010

€ 

000

€ 

110

€ 

101

Input	  	   Output	  	  



Random	  Codes	  

And	  we	  do	  not	  take	  into	  account	  the	  HAMMING	  DISTANCE	  
(see	  next	  slide)	  among	  the	  codewords!	  



Hamming	  distance	  



Redundancy:	  proper>es	  

MAX	  possible	  HAMMING	  DISTANCE	  



Ideal	  channel	  code	  

C
<latexit sha1_base64="LRcqs1rL8yGVVA3dSEUMtnb+DVA=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYVo0cSLh4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj2txvP6HSPJYPZpKgH9Gh5CFn1FipUesXS27ZXYCsEy8jJchQ7xe/eoOYpRFKwwTVuuu5ifGnVBnOBM4KvVRjQtmYDrFrqaQRan+6OHRGLqwyIGGsbElDFurviSmNtJ5Ege2MqBnpVW8u/ud1UxPe+VMuk9SgZMtFYSqIicn8azLgCpkRE0soU9zeStiIKsqMzaZgQ/BWX14nrauyd12+aVRK1UoWRx7O4BwuwYNbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJPzjMA=</latexit>

Possible	  if	  R<C	  



LINEAR	  CODES	  



Linear	  codes	  

Without	  memory	  

With	  memory	  



OVERVIEW:	  classifica>on	  

Also	  the	  Hamming	  code	  is	  a	  special	  case	  
of	  the	  linear	  block	  codes	  	  

It	  is	  also	  linear	  



LINEAR	  BLOCK	  CODES	  



Systema>c	  vs	  Non-‐Systema>c	  



Las	  palabras	  códigos	  en	  un	  código	  bloque	  lineal	  
se	  generan	  u>lizando	  una	  matriz	  generadora	  G:	  

€ 

c = bG

€ 

k × n

€ 

1× k

€ 

1× n

Genera>ng	  
matrix	  

Linear	  Block	  coding	  



Recall:	  we	  are	  indirectly	  building	  a	  table	  

€ 

00

€ 

10

€ 

01

€ 

11
€ 

b

€ 

c

€ 

010

€ 

000

€ 

110

€ 

101

Input	  	   Output	  	  



Linear	  Block	  coding	  

€ 

c = bG

€ 

b



Binary	  field	  



Linear	  Block	  coding:	  example	  

€ 

b

€ 

c

Always…	  

€ 

b



Linear	  Block	  coding	  

THE	  CODEWORD	  WITH	  ALL	  ZEROS	  IS	  
ALWAYS	  CONTAINED	  	  !!!	  



CÓDIGO	  SISTEMATICO:	  

€ 

G = Ik P[ ]
G = P Ik[ ]

€ 

c = b p[ ]
c = p b[ ]

**	  los	  k	  primeros	  o	  los	  k	  úl>mos	  bits	  de	  la	  palabra	  
código	  se	  corresponden	  los	  bits	  informa>vos,	  la	  
palabra	  de	  entrada	  al	  codificador.	  	  	  

€ 

k × k

€ 

k × (n − k) = k × m

€ 

k × n
redundancy	  



Hamming	  distance	  in	  linear	  block	  codes	  

In	  the	  	  linear	  block	  codes:	  



Propiedades	  de	  un	  código	  bloque	  lineal:	  

1)	  Con>ene	  la	  palabra	  código	  con	  todos	  ceros	  

2)	  Todas	  combinación	  lineal	  de	  cualquier	  conjunto	  
de	  palabras	  código	  es	  a	  su	  vez	  una	  palabra	  código.	  	  

3)	  Todas	  las	  palabras	  código	  poseen	  al	  menos	  otra	  
palabra	  código	  a	  distancia	  Hamming	  dmin.	  	  

4)	  La	  dmin	  de	  un	  código	  bloque	  lineal	  es	  igual	  al	  
menor	  “peso”	  (menor	  número	  de	  1)	  de	  una	  palabra	  
código	  dis>nta	  de	  la	  todo	  ceros.	  	  



**	  Las	  prestaciones	  de	  un	  código	  dependen	  de	  la	  
distancia	  minima	  de	  Hamming	  dmin	  entre	  las	  
palabras	  código.	  

€ 

t ≥ dmin −1
2

⎢ 

⎣ ⎢ 
⎥ 

⎦ ⎥ 

€ 

v ≥ dmin −1

Numero	  de	  errores	  
corregibles	  	  

Numero	  de	  errores	  
detectables	  	  	  



MATRIZ	  de	  CHEQUEO	  DE	  PARIDAD	  (parity	  check	  
matrix):	  

€ 

GHT = 0

€ 

k × n

€ 

n× (n − k)
€ 

k × (n − k)

€ 

cHT = bGHT = 0

€ 

cHT = 0

Linear	  Block	  codes:	  DECODER	  



Como	  hallar	  H	  desde	  G:	  

€ 

G⇒G'⇒ H

Sistemá>ca	  	  

€ 

G'= Ik P[ ]
G'= P Ik[ ]

€ 

H = PT In−k[ ]
H = In−k PT[ ]

€ 

(n − k)× n



SÍNDROME:	  

€ 

s = rHT

€ 

r = c+ e

€ 

s = rHT = (c+ e)HT = cH T + eHT

s = bGHT + eHT = 0+ eH T

€ 

s = eHT

€ 

1× (n − k)

€ 

2n−k
Numero	  de	  posibles	  
síndromes	  	  



Linear	  Block	  codes:	  DECODER	  



Tanner	  graph	  and	  check	  system	  	  

cH> = 0
<latexit sha1_base64="YQBC29Vb/umwQrNpmTl5vy9vVhk=">AAAB8nicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKez6QC9C0EuOEcwDNmuYncwmQ2ZnlpleISz5DC8eFPHq13jzb5wke9DEgoaiqpvurjAR3IDrfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0DIq1ZQ1qRJKd0JimOCSNYGDYJ1EMxKHgrXD0d3Ubz8xbbiSDzBOWBCTgeQRpwSs5NP6Y9YFlUxu3F654lbdGfAy8XJSQTkavfJXt69oGjMJVBBjfM9NIMiIBk4Fm5S6qWEJoSMyYL6lksTMBNns5Ak+sUofR0rbkoBn6u+JjMTGjOPQdsYEhmbRm4r/eX4K0XWQcZmkwCSdL4pSgUHh6f+4zzWjIMaWEKq5vRXTIdGEgk2pZEPwFl9eJq2zqndevby/qNRu8ziK6Agdo1PkoStUQ3XUQE1EkULP6BW9OeC8OO/Ox7y14OQzh+gPnM8f9Z6RDA==</latexit>



Procedimiento	  general	  de	  decodificación:	  

En	  general	  tenemos	  que	  hallar	  la	  
más	  cercana	  a	  

En	  termino	  de	  distancia	  de	  Hamming.	  	  	  	  

€ 

ˆ c 

€ 

r = c+ e

€ 

r ⇒ ˆ c ⇒ ˆ b 



Procedimiento	  eficiente	  de	  decodificación	  para	  
códigos	  bloque	  lineales:	  

Construir	  la	  tabla	  de	  síndromes	  u>lizando	  la	  
formula:	  

€ 

s = eHT

€ 

e

€ 

s

€ 

2m = 2n−k
Numero	  de	  posibles	  
síndromes	  	  

€ 

1× (n − k)

€ 

1× n

€ 

2n
Numero	  de	  posibles	  errores	  



Procedimiento	  decodificación	  para	  códigos	  bloque	  lineales:	  

1)	  Construir	  la	  tabla	  de	  síndromes	  u>lizando	  la	  
formula:	  

€ 

s = eHT

€ 

e

€ 

s

€ 

2m = 2n−k
Numero	  de	  posibles	  
síndromes	  	  

€ 

1× (n − k)

€ 

1× n

€ 

2n
Numero	  de	  posibles	  errores	  



Procedimiento	  decodificación	  para	  códigos	  bloque	  lineales:	  

€ 

e

€ 

s

€ 

2m = 2n−k
Numero	  de	  posibles	  
síndromes	  	  € 

1× n

€ 

2n
Numero	  de	  posibles	  errores	  

To	  each	  sequence	  of	  syndrome	  we	  have	  	  

€ 

2n−m = 2k 	  paUerns	  or	  error	  associated.	  



Obtain	  the	  syndrome	  of	  r’	  with	  the	  formula:	  

€ 

s'= r'HT€ 

r'= c+ eReceived	  stream	  of	  
bits	  



Find	  the	  corresponding	  paUern	  of	  error	  
(the	  MOST	  LIKELY	  ONE	  in	  term	  of	  probability)	  

€ 

e

€ 

s

€ 

s'

€ 

e'



	  Hallar	  la	  palabra	  código	  es>mada	  (la	  más	  cercana	  a	  r’),	  
corrigiendo	  r’	  u>lizando	  e’,	  es	  decir:	  

€ 

ˆ c = r'−e'= r'+e'

Operaciones	  en	  binario,	  	  
restar=sumar.	  



Obtain	  the	  informa>on	  bits	  using	  the	  table:	  

€ 

b

€ 

c

€ 

ˆ c 

€ 

ˆ b 



€ 

b

€ 

c

c = bG
<latexit sha1_base64="/+q6wES/YCioRnV9inhOPFw1jE8=">AAAB/3icbVDLSsNAFL2pr1pfUcGNm8EiuCqJD3QjFF3osoJ9QFvKZDpph04mYWYilJiFv+LGhSJu/Q13/o3TNAttPTDcwzn3cu8cL+JMacf5tgoLi0vLK8XV0tr6xuaWvb3TUGEsCa2TkIey5WFFORO0rpnmtBVJigOP06Y3up74zQcqFQvFvR5HtBvggWA+I1gbqWfvJR3PRyS9zKqXZuUm7dllp+JkQPPEzUkZctR69lenH5I4oEITjpVqu06kuwmWmhFO01InVjTCZIQHtG2owAFV3SS7P0WHRukjP5TmCY0y9fdEggOlxoFnOgOsh2rWm4j/ee1Y+xfdhIko1lSQ6SI/5kiHaBIG6jNJieZjQzCRzNyKyBBLTLSJrGRCcGe/PE8axxX3pHJ2d1quXuVxFGEfDuAIXDiHKtxCDepA4BGe4RXerCfrxXq3PqatBSuf2YU/sD5/ACTklYs=</latexit>



€ 

e

€ 

s

Columns of H
<latexit sha1_base64="iuYe2NYSeDz0mgpOtna5UOGuJx8=">AAAB/nicbVDJSgNBFHzjGuMWFU9eGhPBU5hxQb0FvOQYwSyQhNDT6Uma9DJ094hhCPgrXjwo4tXv8Obf2FkOmljQUFTV472uMObMWN//9paWV1bX1jMb2c2t7Z3d3N5+zahEE1oliivdCLGhnElatcxy2og1xSLktB4Obsd+/YFqw5S8t8OYtgXuSRYxgq2TOrnDlgjVY+qCiZAGqQgVyoVRJ5f3i/4EaJEEM5KHGSqd3Ferq0giqLSEY2OagR/bdoq1ZYTTUbaVGBpjMsA92nRUYkFNO52cP0InTumiSGn3pEUT9fdEioUxQxG6pMC2b+a9sfif10xsdN1OmYwTSyWZLooSjqxC4y5Ql2lKLB86golm7lZE+lhjYl1jWVdCMP/lRVI7Kwbnxcu7i3zpZlZHBo7gGE4hgCsoQRkqUAUCKTzDK7x5T96L9+59TKNL3mzmAP7A+/wBVTeVCw==</latexit>

THIS	  TABLE	  IS	  NOT	  
COMPLETE!!	  	  
IT	  IS	  PARTIAL	  	  

….JUST	  ZERO	  ERRORS,	  ONE	  ERROR,	  AND	  AN	  
EXAMPLE	  OF	  TWO	  ERRORS….	  But	  there	  are	  not	  all	  
the	  possible	  ERROR	  PATTERNS	  (error	  vectors)	  



Hamming	  codes:	  special	  case	  



Hamming	  codes:	  special	  case	  


