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Ubicandonos

» Tema 1: Senales y sistemas discretos en el dominio del tiempo

Y

Tema 2: Senales y sistemas discretos en el dominio de la frecuencia
» Tema 3: Muestreo

» 3.1 Muestreo de sefales continuas

» 3.2 Procesamiento en tiempo discreto de sefales continuas

» 3.3 Muestreo de senales discretas: diezmado e interpolacion
» Tema 4: Fundamentos de la Transformada Discreta de Fourier

A\

Tema 5: Transformada Z
» Tema 6: Introduccion al diseno de filtros discretos

0 Comentarios:
» Tema fundamental en la asignatura

» Resumen: “Hay que muestrear al doble del ancho de banda e interpolar con sincs”
» Trabajo previo: TF de tren de deltas y TFI de filtro paso bajo
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Ubicandonos

J Tema 3: Muestreo

> 3.1 Muestreo de senales continuas

= 3.1.0 Introduccién
= 3.1.1 Muestreo en el dominio del tiempo y de la frecuencia

» 3.1.2 Recuperando la sefial continua: interpolacion
» 3.1.3 Problemas y aspectos practicos
» 3.2 Procesamiento en tiempo discreto de sefales continuas

» 3.3 Muestreo de senales discretas: diezmado e interpolacion

0 Comentarios:
» Bibliografia basica y complementaria: [BB2: Opp&Sch] Cap. 3, Secs. 3.0, 3.1, 3.2y
3.4; [BB3: McC&Sch&Yod] Cap. 4, Secs. 4.1,4.2y 4.5; [BC3: Cha] Cap 7, Secs. 7.1,
7.2y 7.3
» Material de apoyo: Open course MIT (parte de la presentacién utiliza material de
OCW-MIT); Demos: htip://users.ece.gatech.edu/mcclella/SPFirst/
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Muestreo: interfaz continuo-discreto

O Naturaleza de las sefiales: continua y discreta
» C: voltajes, corrientes, voz, ...
» D: hora a la que se pone el sol, precio de cierre de una accion, secuencia genetica

U Aparentemente, vivimos en un mundo de naturaleza continua
» El tiempo es una variable fisica continua

O Los ordenadores: informacion digital =» representacion discreta
» SD pero pueden representar info de SC

O ¢ Como convertimos una senal continua en una discreta? = Muestreo

x(t) x[n]
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Muestreo omnipresente

O El muestreo esta presente en nuestro dia a dia
» Imagenes de alta resolucion
» Dibujos animados

» Nuestra propia retina

Choroid

Ciliary body




Preguntas clave

O A) Dada una seial continua ¢ podemos discretizarla sin perder informacion?

» ¢ No perder informacion? = Seguir representando “lo mismo”

cos % n? cos %n?

» Para nosotros: que a partir de las muestras se pueda recuperar la sefial original

B) ¢, COmo muestreamos?

Muestreo
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A WA

» Para nosotros: muestreo regular =

Periodo de muestreo 7]

(frecuencia ws=27/T)
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Objetivos de la primera parte

O Objetivo de esta clase: entender el proceso de muestreo
> INGENIERIA: MODELAR + ANALIZAR + DISENAR

O Para ello, en la clase de hoy:

1.

AR S A

Modelo del muestreo en el dominio del tiempo
Analisis del muestreo en el dominio de la frecuencia
Reconstruccion en el dominio de la frecuencia
Reconstruccion en el dominio del tiempo

Teorema de muestreo

Muestreo
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Ubicandonos
d M: Muestreo Cuidado! el muestreo es
~ . siempre en el tiempo
» 3.1 Muestreo de senales continuas Dero vamos a ver que
= 3.1.0 Introduccién pasa en frecuencia

= 3.1.1 Muestreo en el dominio del tiempo y de la frecuencia

» 3.1.2 Recuperando la sefial continua: interpolacion
» 3.1.3 Problemas y aspectos practicos

» 3.2 Procesamiento en tiempo discreto de sefales continuas
» 3.3 Muestreo de senales discretas: diezmado e interpolacion
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Muestreo

O Relacion entre SC y SD muestreada a un periodo T

llllllll

ASS
Muestreo en el dominio del tiempo
.I'[Il]
T=05seq x[0] = x(0)
x[1] =x(0,5)
T [ reeanntIT el
0 2 4 6 8 10 ’
o(t) — z[n] ¢ Expresion

0 2
Si T=0,25 seg
x[-1]  =x(-0,25)
x[0] = x(0)
x[1] = x(0,25)
x[2] =x(0,50)

Si ws=10st rad/seg

x[-1] = x(-0,2)
x[o] = x(0)
x[1] = x(0,2)
x[2] =x(0,4)

/ para x[n]?

Si T=0,5y x(t)=(1/4)"u(t)

x[-1]  =x(-0,5)=0
x[0] =x(0) =1
x[1] =x(0,5) =1/2

x[2] =x(1) =1/4 3



RECUENCIA ASS

Muestreo en el dominio de la frecuencia

O ¢ Relacién entre la TFC de x(t) y la TFD de x[n]?
()« X (jw) x(t) — x[n] = x(nT)
1[12]<—> X((]Q) X(]w’) —> X((JQ) = 7

O Para contestar: vamos a dividir el proceso de muestreo en dos pasos*
p(t)

1

A B Paso 1: de x(t) a x,(0

ST Paso 2: de x,(t) a x[n]

xp(t) |deltas continuas

‘_I_. . A E . > x[n] = x(nT) i

deltas discretas

*Importante: los sistemas reales no implementan estos dos pasos,
nosotros lo modelamos asi para entender mejor lo que esta pasando
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Muestreo en el dominio de la frecuencia

U Es decir, que vamos a modelar el muestreo como:
p(t)
z(t) xp(t) |deltas continuas x[n]
_— A _
' deltas discretas

NN e b

VA Pttty DAy

U0 Una vez que lo hemos separado en dos pasos:

» Paso 1: relacioén entre x(t) y x,(t) 2 relacién entre X (jw) — Xp(jw)
> Paso 2: relacion entre x,(t) y x[n] =» relacion entre X])('].w') — X((,..iQ)

Expresiones clave:
o0

x[n] = x(nT) xp(t) = x(t)-p(t) p(t) = Z o(t —nT)
10
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Paso 1: de SC a secuencia de deltas C

wp(t) = (t)-p(t)

O Sabemos que:

O Analicemos:

-7 Z(S(w—kws) ws=2_7r

p(t)

TFC de senales periodicas (DSFC)

P(J’gzr k=—o0 T
ERURE
X,(jw) = = ZX]w ¥ 0(w—kws)= = ZX (w — kws))
k'——oo k:——oo

11



A Muestreo
I ASS

Paso 1: graficamente

---------------

{Sefial limitada en |

Multipli ™ X(jw) ] banda: ]
ultiplicar por un en 1 i o i
tiempo /T\ i X(jw) =0 i

&

@ W W L R L

Convolucionar por un TD en P(jw)
frecuencia | om
—Wg Wg

Intuicion: muestreo |

continuo genera Xp(jw) = 7 > X((w—kw.))
réplicas en frecuencia ’“T“’O
/\M\T/\/\
Las réplicas estan | | o
centradas en la —Wg W —2r

frecuencia de muestreo
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Paso 2: de sec. de deltas C a sec. de deltas D

4 Tiempo:

zp(t)=2(t) p(t) = Z x(t)o(t —nT) = Z x(nT)o(t —nT) = Z

oo

n=—oo

d Analicemos en frecuencia:

00 )
= Z x[n] / 5(t — nT)e Itdt

n=—oc

TFC

oo [e'®)

o0

Z 2[n]d(t — nT e 7«tdt

n=—00

— 0

= Z ;l?[-n.]e_jw"T

Intuicion:
consistencia de
unidades

/

x[n|o(t — nT)

deltas continuas 7/
A
deltas discretas -

transf. delta
despazada

Xp(jw) = X (7))

Q=wT

Muestreo
ASS
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Paso 2: graficamente

X (78 = Xp(jw)|w:¥

Ws=
W T

Comentarios:

»Eje de ordenadas: no cambia
»Eje de abcisas:
»Unidades de [rad/seq] a [rad]
»Para pasar de la izda |la dcha

multiplicamos por T' =» expansion »
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Muestreo en freedencia: solucién

O ;Relacion entre la TF de x(t) y la TF de x[n]?

z(t) « X (jw)

z[n] <> X (/%)

1 Paso 1 + Paso 2

deltas continuas

A
deltas discretas

x[n]

x(t) — z[n] = x(nT)

X(jw) = X() = 7

15
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Muestreo e@w@a: solucion (graficamente)
lo que ocurre en
X(jw‘) frecuencia....
A
W W « Efectos:
. 1 _ _ »Periddica con periodo 27
Xp(jw) = 5=X(jw) * P(jw) - .
27 % > Divide su amplitud por un factor T
.o /\/\/'\/\/\ e »Se expande por un factor T
—Ws w W= %-7.‘:
SN v (o
X(e9%) = Xp(3)],_g
1
T
1 QO .2
.o e 72 — 2 A‘i]’
AANAN; fon- 25 x(@2)
—2m /2w k=—o0
W-T

16
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Recapitulemos

O Preguntas clave:
» A) ¢ Cuando podemos recuperar la SC a partir de la SD?

» B) ¢ CoOmo muestreamos?
0 Clave: MODELAR + ANALIZAR + DISENAR

U Durante la clase de hoy:

1. Modelo del muestreo en el dominio del tiempo
Analisis del muestreo en el dominio de la frecuencia
Reconstruccion en el dominio de la frecuencia
Reconstruccion en el dominio del tiempo

ok~ b

Teorema de muestreo

17
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Ubicandonos

J Tema 3: Muestreo

» 3.1 Muestreo de senales continuas
» 3.1.0 Introduccién
= 3.1.1 Muestreo en el dominio del tiempo y de la frecuencia
= 3.1.2 Recuperando la senal continua: interpolacion

» 3.1.3 Problemas y aspectos practicos
» 3.2 Procesamiento en tiempo discreto de sefales continuas
» 3.3 Muestreo de senales discretas: diezmado e interpolacion

18
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Recuperando la senal continua

Q ;De SD a SC? = Camino contrario al de SC a SD = Interpolar

xp(t)  |deltas continuas x[n] deltas discretas | () (1)
x(t) »@ L A — A EEAEN ? —_—
T deltas discretas deltas continuas -
p(t)
U Bastara con que analicemos
Objetivo de
diseno:
xp(t)
2(t) —(——> ?  — ()
T - ;17,,‘(1‘) — ;l'f(f)

p(t)

» Primero lo analizaremos en el dominio de la frecuencia 19
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Recuperando la senal continua: graficamente

Aplie) X (jw)
.. T rp(t) I? zp(t) = x(t) /T\l
A-AAM » — . . w
—Wsg -W W o W W
Ws= 7T

O Queremos: misma forma, eliminar las réplicas, cambiar la amplitud =>»

» Solucion: Filtro paso bajo

X, (jw)
! T | T si fw] < w2
° A A /\ A A v e H(JUV') pr— i ) |
. . w 0 S1 |uJ| zws/Q
Wg W
-5 5

Xr(jw) = H(jw) Xp(jw)

20
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Recuperando la senal continua: tiempo

zp(t) () = 2(t) { T si|w| <ws/2

— H(jw) b— H(jw) =
() U=V 0 w| > ws/2

Xr(jw) = H(jw)Xp(jw)

Q Filtro paso bajo = Convolucionar con la respuesta al impulso

T sin(mt/T h(t)
x(t) = x,(t) * h(t) donde h(t) = 1117(; ) h(0) =1
| TAT
= ( Z x(nT)o(t — nT)) * h(t)
0o | > T'sin(w(t/T —n))
= > a@Dht=nT)= 3 aln] —; _/m

21
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Recuperando la SC: tiempo graficamente

SC original

Muestreada

Reconstruida (tras
pasar por FPB)

22
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Problemas en la reconstruccion

O Pero... ;podemos
siempre recuperar
la senal original?

x(t)

1)(’)»(%

1”({7@;7r
BRGNS
Xp(jw)
1
/SN
-5 5

jSolapamiento
espectral!

X, (Jjw) = H(jw) X, (jw) ¥ X (jw) 23
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Solapamiento y Teorema de muestreo

O Podremos recuperar la senal original en funcion del BW de la sefal y de la
frecuencia de muestreo

o . X,(jw X (1w
X (jw) P(jw) p(iv) Xr(jw)
/N Pttt AN
W v C —ws ws w e ws “
2 2

> ¢Qué pasa si W es muy grande? = No podemos
> ¢ Qué pasa si la sefal no es de banda limitada? = No podemos

d Teorema de muestreo (Nyquist-Shannon):

O T R R S R R S S R S R R S R R S R R R S R R S R R R R R R R R R R R R S R R S R R S R R -

Sea x(¢) una sefial limitada en banda, es decir x(f) satisface X(jw)=0V |w| >w

Entonces, x(¢) puede recuperarse a partir de sus muestras x[n]=x(n7) si se cumple que

ws/2>W = w, >2W =T < /W

——————— -
N

iHay que muestrear a mas del doble del ancho de banda de la senal!

24



Ejemplos de senales mal muestreadas

J Con una unica sinusoide:

1

W=27/t = ©s>2W = 21/T>47n/t =» T< /2

0.5

_ d
= .2\

I

il
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Il
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No se cumple
teorema de muestreo
(por muy poco) = NO

FUNCIONA

25
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Ejemplos de senales mal muestreadas

J Con suma de sinusoides:

y(t) = al S|n(2 pi™t™2200) + a27sin(2™pi™™2400) + a3™sin(2™pi™™2800), sampled at2000 Hz Reconstruction of y from its samples usmg Shannon's theorem
: : 1

g T T ﬁm -
L

0 0.005 0.01 0.015 0 0.005 0.01 0.015

y2(t)

r;@

» Muestreamos siempre a 2000Hz = Tendremos problemas en cuanto la
SC tenga un BW mayor que 1000Hz

Demo disponible en:
http://www-mmdb.iai.uni-bonn.de/lehre/BIT/ss03_DSP_Vorlesung/matlab_demos/index.html

26
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Ejemplos de senales mal muestreadas

0 Con imagenes: O Con videos:

http://www.youtube.com/
watch?
v=UiTUiop9etk&feature=r
elated

27
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Muestreo e interpolacion ideal: resumen

O Muestreo interfaz continuo-discreto: ;como muestreamos? jcuando podemos
recuperar la SC a partir de la SD?

U Para entender el proceso de muestreo: M1) Muestreo en tiempo 2) Muestreo en
frecuencia 3) Reconstruccion en frecuencia 4) Reconstruccion en tiempo

d Tres resultados fundamentales para recordar:

> Muestreo #(t) = z[n] = z(nT)

» Recons- ] deltas (?Ai\scretas xp(t) = T "
P x[n] —» of L1 o,
fruccion deltas continuas | > x[n]o(t — nT) = = 7

» Teorema de o We
muestreo Si X(w) =0V |w[> =" entonces z(t) = z(t)

., i 1 Q 27
: i — N I L
Clave: X(c7) = = > X(J (,1, k 1)) 08



