9. Aplicacion de la Transformada de Laplace a

los sistemas LTI (1)

X ()= j: x(t)e™'dt = TL{x (1)} X(¢)—% 5 X (s)
LAPLACE UNILATERA 11l seg¢, Xs) e ¢

\ S=0+jw

o La definicion dada tiene sentido unicamente para funciones
causales

2w corresponde a una pulsacion |[FRECUENCIA

. Para que la Transformada de Laplace (TL) de x(f) exista deben existir
algunos valores de la variable s para los cuales la integral converja.

o La ROC se representa en el plano ¢ mediante una zona sombreada,
o Su representacion sera tridimensional

S =
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Diagrama de polos y ceros (1)

Ceros: valores de s que anulan a X(s). Por notacién: CERO = o
. Polos: valores de s que hacen « a X(s). Por notacion: POLO = x

Cuando la TL proviene de:
una combinacion lineal de exponenciales complejas,

o de sistemas descritos por ecuaciones diferenciales lineales de
coeficientes constantes, entonces:

La expresion algebraica de la transformada es un cociente de
polinomios. En este caso se dice que se trata de una
transformada racional

X(s)= ]1\)[ ES); donde N(s) y D(s) son polinomios en s
S

S =
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Diagrama de polos y ceros (Il)

Si H(s) es cociente de polinomios en s: c;- ceros del sistema

7\

bs"+b " +---+bs+b, H(s)= k (s—¢c)(58—¢) - (s—¢,)
as"+a, s" ++as+a, (s=p)s—=p,)-(s=p,)

SN\ 7

p;: polos del sistema

H(s)=

Salvo un factor, cualquier polinomio queda definido por sus raices
. 2
X(s)= 222
(s+1)(s+2)
Ceros: ¢, =c, =2

Polos: p, =-1; p,=-2

S =




Diagrama de polos y ceros (lll)

Coeficientes de H(s) reales - ceros y polos reales o complejos
conjugados

Ejemplo 1: Ejemplo 2:
1 1
H(s)= H(s)=2 >
RC .1 (5) (s+1-2/)(s+1+2/)
RC
Ae' : L Ajo cero en o
cero en oo je Imaginario j@ N 2j
% > 1 o >
-1/RC gje real o i o)
X-----1-2j
plano s plano s




Propiedades de la ROC ()

- La ROC de X(s) es un semiplano que se extiende hacia la
izquierda del plano s

- Para TL racionales, la ROC, no contiene ningun polo: por
definicion de ROC, en todos los puntos de la misma, la integral
debe converger

S =



Propiedades de la ROC (lI)

- Si x(t) es de duracion finita y existe al menos un punto s, para
el cual X(s) converge, entonces la ROC, es todo el plano s




Propiedades de la ROC (lIl)

- Sl x(t) es sefial derecha y existe al menos un punto s, para el
cual X(s) converge, entonces todos los valores Re{s} > Re{s,}

pertenecen a la ROC,

7
x(1)

-

Senal derecha:
X(t)=0, VI<T, /_\
T, 4 f

Senal x(f) derecha = ROC, a la derecha del polo de mayor parte real

'S



9. La Funcion de Sistema (1)

Sea un sistema LTI de tiempo continuo con respuesta al impulso h(f)

x(t) S y(t)=x(t)=h(t)
— h(t) -

Si x(t), h(t) e y(t) tienen TL, y aplicando la propiedad de convolucién,
obtenemos en el dominio transformado:

H(s) = Funcién de sistema

(e 0]

h(t)e *'dt = TL{h(t)}




La funcion de sistema (ll)

La expresion algebraica de la funcidn de sistema, H(s), se
puede obtener como la relacion entre TL de la salida y la entrada.

No es necesario que la entrada sea un impulso unidad.

A esta funcion también se le llama funcion de transferencia del
sistema




Funcion de sistema vs. respuesta en frecuencia (1)

Si la expresion algebraica de la funcion de sistema es de tipo racional,
podemos expresar H(s) en funcidn de los polos p; y los ceros c;
Suponiendo raices simples:

B N(S) B H(S_Ci)

— _k i — H(S):k (S_Cl)(S_CZ)”'(S_Cm)

Dis) | ](s-p) (s=p)s—p,)-(s=p,)
La respuesta en frecuencia equivale a la funcion de sistema
particularizada en s=jw

H(s)

Hw)=H(s)  , jo e ROC,
S=jw

|H(w)|: Amplitud de la respuesta en frecuencia (o respuesta en
amplitud)

A{H(w)}: Fase de la respuesta en frecuencia (o respuesta en
fase)

S =




Funcion de sistema vs. respuesta en frecuencia (ll)

La respuesta en frecuencia se puede evaluar a partir del diagrama
de polos y ceros

Eje jw del plano ¢: “eje de frecuencias”.
Distancias de los c; al eje jw

SN

|ja)—cl||ja)—cz|---|ja)—cm|

|ja)—p1||ja)—p2|---|ja)—pn

N

Distancias de los p; al eje jo

|H (a))| =k

El médulo se puede calcular como el producto de distancias desde el
punto sobre el eje jw hasta cada uno de los ceros, dividido por el
producto de distancias desde el punto sobre el eje jw hasta cada uno
de los polos (salvo una constante):

S =




Algo mas sobre polos y ceros...

Los polos y los
ceros de la
expresion de la
TL caracterizan
la funcién en el
dominio del
tiempo casi
completamente

><QL)><




10. Respuesta en frecuencia de sistemas

caracterizados por e.d.l.c.c. (I)

Consideramos la forma general de una e.d.l.c.c. (Ny M>0):

i d "y(f) Z b "x(f) W=y, (0)+y,(0)

k=0

Dos soluciones
Solucién homogénea (régimen libre o transitorio)

ZN: dky(t) =0=y, (1) = ﬁ:cke’l

k=

k=1

Para hallar ¢, es necesario conocer las condiciones iniciales:

dy(t) d”y(1) d""y(t)

’ dtN_l

»(0), t=0  dt?

R Y )

t=0

t=0

Solucién completa (régimen forzado o permanente)

N
A. son soluciones de ) a,s* =0  Soluciones del pol. caracteristico

'S



10. Respuesta en frecuencia de sistemas

caracterizados por e.d.l.c.c. (Il)

Para un sistema lineal, si la entrada x(t) es nula, la salida y(f)
tambien.
dx(t) d’x(t) L d" x(1) B

0
dt dt? dt™

Six(1)=0=

y la ecuacion queda reducida al caso homogeéneo.

Para que la solucion homogénea sea nula, todas las constantes c,
deben ser nulas, y para ello es necesario que todas las
condiciones iniciales sean nulas =

Para que un sistema descrito por una e.d.l.c.c. sea lineal,
es necesario que todas las condiciones iniciales sean nulas




10. Respuesta en frecuencia de sistemas

caracterizados por e.d.l.c.c. (lll)

Supongamos que todas las condiciones iniciales de la siguiente
e.d.l.c.c. son nulas

Yo g L df ()
Z T T o dt*
k=0 k=0

any(") (t) + an_ly("_l) (t) SRR aly'(t) + aoy(t)
=b x") (¢)+ b x" (¢)+--+bx'(2)+byx(¢)

Supongamos que la entrada x,(f) da lugar a la solucion particular
y4(t) y que la entrada x,(t) da lugar a la solucion particular y,(f).

Si tomamos una entrada Xx;(f) = ax,(t)+bx,(t) se cumplira:

S =



10. Respuesta en frecuencia de sistemas

caracterizados por e.d.l.c.c. (IV)

S5, L00 S, d* (a0, (1) + iy (1) _
k k - k k -
dt dt
k=0 k=0
Mood'x @) L dx,) L diy ) L dy, @)
=aY b——"L+ Y b —2 " =aY a—S+ Y a —t =
; Coart 'B; Codr ; Coar 'B; Codr
$p, L0 _$, @0+ f0)
g = dr"
k=0 k=0

Observamos que la entrada x,(f) = ax,(t)+bx,(t) da lugar a la solucion
y5(t) = ay,(t)+by,(t) si se cumple que todas las condiciones iniciales
son nulas.

Si alguna condicion inicial fuera no nula habria que anadir la
solucion homogénea y,(f)=0 a y,(t) y el sistema seria no lineal

S =




10. Respuesta en frecuencia de sistemas

caracterizados por e.d.l.c.c. (V)

Invarianza en el tiempo de un sistema descrito por una e.d.l.c.c.

Como todos los coeficientes son constantes y la derivada es
invariante en el tiempo, un sistema descrito por una e.d.l.c.c. sera
invariante si las condiciones iniciales son invariantes en el tiempo, es
decir, si al retrasar o adelantar la senal de entrada, las “condiciones
iniciales” se desplazan en el tiempo en la misma cantidad que la
sefal de entrada

Linealidad de un sistema descrito por una e.d.l.c.c.

Un sistema descrito por una e.d.l.c.c. sera LTI si y solo si las
condiciones iniciales son nulas y trasladables en el tiempo. A esa
situacion se le llama reposo inicial. Por tanto:

Un sistema descrito por una e.d.l.c.c. sera LTI
si y solo si parte del reposo inicial




10. Respuesta en frecuencia de sistemas

caracterizados por e.d.l.c.c. (VI)

Sea un sistema descrito por una e.d.l.c.c. que parte de reposo
inicial (LTI):

30, L2053 CXO 54030 =3 b0

k=0 dtk k=0 dtk k=0

Consideramos que Ny M son positivos (s6lo aparecen derivadas)
Suponemos que a, es no nulo (aparece y(t))
Aplicamos TF a ambos lados de la ecuacion

> a,TF{y* (1)} = Z a, (jo) Y(w)= ZkaF D0 =>b (o) X()




10. Respuesta en frecuencia de sistemas

caracterizados por e.d.l.c.c. (VII)

Sea un sistema definido por e.d.l.c.c. que parte del reposo

inicial N dR5v A dEx(t N M
> a, L5 T 5 4y 90y = b 1)
k=0 Cit k=0 Cit k=0 k=0

Aplicando TL se tiene:
> a " (t)} =2 aTL {y(k)(t)} =
k=0 k=0

f: bkx(k’(t)} = fkaL XO ) =Y b s TL{x()} =Y bs* X (s)

=0 k=0

a s TL {y(t)} = ﬁ: a,s"Y(s)

0 k=0

M=

TL

=~
I

N
r

<

TL

N
r

bl

N M
Igualando ambos términos se tiene: Y(s)) a,s" = X(s)Y bs* =
k=0 k=0

Sistema causal = ROC, esta a la
derecha del polo de mayor parte real




Ejemplo 1:
R=1Q
V,(s) 1
H(s)=— VI(S)T C=1FTV2(S)
Vi(s) 1
1 1
Vi(s)—; - 1 1 1
C sC _ _
Vy(s) =—= H(s) = = = 1
R+L R+i 1+sRC RC P
sC sC RC




Modulo de H(s). Ejemplo (1)

. H(s) = 1 |
Ejemplo1 .. RC 1

Si damos valores:

C=1F, R=1Q

H(S):1
s+1

A
cero en o J@




H(s). Ejemplo (Il)

Ejemplo 2:
I(s) sL 1/sC
— N
V.(s
H(s)= 2(5) Vl(s>T R Tvzm
Vi(s)
H(s)= I(S)Rl N 2L+1’1§S+1/C :g ISQ 1
I(s)| sL+—+R| ° $ R
sC L LC
Si damos valores: L=1H, C=1/5F, R=2 Q
H(s)=2 — > = >
ST +25+35 (s+1+2))(s+1-2))

S =



Modulo de H(s). Ejemplo (Il)

S

H(s)=2 : .
(s+1-2))(s+1+2))

Ejemplo 2

Ajo
X-12]

cero en «

Ajo

T

-6 5 -4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4

S =




Amplitud de la respuesta en frecuencia

cero en oo

N
A4
v

Respuesta en
o M HS) . amplitud

: ”,;,;’ﬂ
il /

;2‘1‘\\_ R\

B




10. Introduccion al filtrado

o Filtro paso bajo
< Primer orden
< Segundo orden

o Filtro paso alto
< Primer orden
< Segundo orden

o Filtro paso banda




Filtro paso bajo de 1" orden ()

Un polo y un cero

Diagrama de polos y

ceros Funcion de Respuesta en
" transferencia frecuencia
cero en o Jjo
H H
H(s)=—"2° H(w)= —
S 1 ]6{)
% > —+ —+ 1
-0, o a)c a)c
plano s

Respuesta en amplitud

H(w) =




Filtro paso bajo de 1" orden ()

jo

cero en o

'ﬁ :
i‘ s

. ,;}}'lllﬂ
A




Filtro paso bajo de 1 orden (lII)

jo

: %
ey S




Filtro paso bajo de 2° orden (l)

Diagrama de polos y ceros Dos polos y dos ceros
Ao
cero doble en «
X Funcion de transferencia
*—% >
H
O
) H(s)= "
s“+as+b
plano s
, . Aja’
ﬁ(_l + ){_ ) cero doble en oo

i Posible aproximacion

| 2

: > )]

! . C
k] s*+s 20, + o
C @

V2 ’ plano s




Filtro paso bajo de 2° orden (ll)

2
)
H S :H 9 .
(s)=H, s 520+ Respuesta en frecuencia
DN 37 o’
ﬁ(_H){_) _______ cero doble en o H(C())ZHO 2 : 5
| —@ +ja)\/§a)c + @
> :
o Respuesta en amplitud
! 2 2
b @, o,
%(_1_,-) |H(w)|=H, 2 =Hy
2 plano s \/(a)f —a)z) +20°w’ D, +O
4 |H(o)|
H, _____:____WZO orden |H(a))|= Ho
Mot 1er orden % 4
2 . — | +1
: N 0}
! — >
@, @




Filtro paso bajo de 2° orden (lil)

Ejemplo 3:
I —

V. (s) C//R
V,(s) = S Vl(S)T ¢ = R T V,(s)

s+l LR
sC

R
H(S)sz(S) _ 1 AC _ 1 R _ R
V.(s) %c R+%c g+ R RC+1  S’LCR+sL+R

sL+ RsC +1
1 S
R+AC

Si se usa la aproximacion anterior:

s* +s ZwC@ s’LCR+sL+R s +s/(RC)H1/(L
\\//7@

S =




Filtro paso bajo de 2° orden (1V)

2
2 H _
o =2 H,=1 (s)=—
‘ 0 s*+2s5+2
Ajo
Yoo mmmmem j cere doble en «
; >
1] -
(-
plano s

-3
-3 25 -2 -15 -1 05 0 0s 1 15 2

'S




Filtro paso bajo de 2° orden (V)

VIR . cero doble en

>

-1 >

R ”“\v}#‘“ﬂ"a\ \.
0.1 1 N '

plano s

sP+2s5+2




Filtro paso alto de 1¢" orden (|)

Un polo y un cero
Diagrama de polos y

ceros Funcion de Respuesta en
A transferencia frecuencia
jo

S H H
H(s)=H, = 2) H(a))z—ow
— > SFTO 14 % 1—j—e
®c o S 0

plano s

Respuesta en amplitud

4 | Ao o
"""""""""""""""""" |H(w)|= :

Ho
Hol 2
l > 0]




Filtro paso alto de 1¢ orden (ll)

R C
R, —AMN—1
sC * L
H(s)= V,(s) _ IleL _
Vi(s) Ry 4R
sC °

T B

_ _ s B s
_SC(R+RL)+1_wS H(S)_@s@
«

Si damos valores: R=1 Q, R,=1 Q, C=0.5 F: H(S)ZIS

2s+1

S =




Filtro paso alto de 1°" orden (Il

1 s
H(s)=_ "
2s5+1
A
Jjo
: § % © >
-1 e
plano s
, Ajo
2
0 - >
4
2
% 2 1 [ 1 2 3




Filtro paso alto de 1°" orden (IV)

H(s)=—
() 2s+1

jo

i
5

5
e

Y
T

i

o
\J




Filtro paso alto de 2° orden (l)

Dos polos y dos ceros
Diagrama de polos y ceros
Ao
- Funcion de transferencia
A > s°
o H(S) — HO 2
) s“+as+b
plano s
Ao
—E il : : .
VB e Posible aproximacion
i §?
: 2
@ > H(s)=H, — :
| 7 s +sV20, + o
A
(0
< (-1-)
V2 ’ plano s




Filtro paso alto de 2° orden (l1)

2
S
A, H(s)=H

O (<14 )) g "2 +s 20 + o’
NP AR

i ) Respuesta en frecuencia

o >

: o —w*

| H(w)=H
&(_l_t) _______ 0 —0)2 + ]0)\/5&)6 + 0)02
V2 plano s

Respuesta en amplitud
2
1) H
|H(w)|=H, .
\/(a)f—a) ) +20°w’ \ O, (Cf)cj4+1
w
/5’ orden
H
e H(w)|= v
< @,
ler orden \/( +1
)
>
w




Filtro paso alto de 2° orden (lII)

R C
_ V(s)sL/R,) —A\N\—|
V,(s)= 1
R+ +(sL/IR,) v (S)T . N T »
H(s)= V,(s) _ 1 SLR, _
Vl(S) R+ 1 + SLRL SL—I—RL
sC SsL+R,
_ SLR, _ s’LR,C
B 2
RsL+RR, +sLJ;RL +sLR, S LC(R+R,)+s(CRR, +L)+R,
i : oy . S
Si se usa la aproximacion anterior:
/\
H(s) : s’ :@ 2
s*+s20,+0;) \LC(R+R,) o, ~CRR +L

S =



Filtro paso alto de 2° orden (IV)

H,=0.5 o s
(s)=0.5— n
a)c :1 N 2S+1
L -14) I
—1+
R
i 2
: o2 >
E o
R S S : 1 o]
R 7 i SR T RIS
16 e e e Za plario s
L AR s :
) w -
##* k 3
0.5 - 2y t:‘*t#\"\'f
o 3 2
D}' 1 A
i
3 -3 5




Filtro paso alto de 2° orden (V)

T e

o

e

S
:ﬁ-‘*ﬂﬂb
o

S

e
—

o
™

o

e
T

B
-

L A

:’ﬁ

2

S
H(s)=0.5
©=05, *

jo

<>(2)

p/ano s




Filtro paso banda (|)

Diagrama de polos y ceros Funcion de Respuesta en

A transferencia frecuencia
Jo cero en oo

Bjw

Bs
H(s)=H H(ow)=H
> () 0 2 +Bs+a)§ (@) 0 —a)2+ja)B+a)§

plano s
Respuesta en amplitud
wB H
|H(a’)|:Ho 5 Ry - 3 02 >
\/(a)o —® ) +(®B) \/[a)o —® ] o
wB




Filtro paso banda (l1)

4 |H o)l
/—,6 __________
Mol [
2 0
We1 ©p Ofp Q)
—
B

:>a)2ia)B—a)§ =0

+B+ B’ +40}

2

B+ B ol

2

B+ Bl
.

cl =
L 2

{G)CZ - a)cl = B
_ 2
0.0, =0,

=

a)CZ

S =



Filtro paso banda (l1I)

Ejemplo G: X
Vl(s)(l//SL//RLj HU
Vo (s) = sC 1
2 (s) = 1 VI(S)T C tL R, T Va(s)
R+(//sL//RL)
sC
V,(s 1 1
()= VES)) 1 T 1 -
R+ 1 +—+sC
S oasc PR
sL R, _ 1 _ sL
R R _ pciy SLCR+s(LR/R +L)+R
sL R,
lgualando términos: /\\ R+R
H(s) @ CR R
S +B> R-I—R S2+,S’R+R \
\\CR/R

S =



Filtro paso banda (V)

Si imponemos condiciones:

H,=0.5, B=2 rad/s, wy=5"rad/s, R=1Q H(s)=0.5 28 >

42545 (s+1-2/)(s+1+2))

L cero en «
%12
i
|
|
i
-1 o >
i
|
i
%---1-2j
plano s




Filtro paso banda (1V)

S

2
(s+1-2/)(s+1+2))

¥---1
|
|

Ajo
2

cero en o«

plano s

5
-----------------




Sintesis

1. Desarrollo en serie de Fourier

1 — jnow,
a, = ? j x(t)e "™ dt Ecuacién de analisis del CTFS
07,
x(t) = Z a, e’ Ecuacion de sintesis del CTFS
k=—o0

2. Transformada de Fourier

1 (o .
x(D=—1| X(we'”"do
(2) 21 .LD (@) Ecuacion de sintesis de la CTFT

X (o) = J.OO x(t)e /' dt Ecuacion de analisis de la CTFT

S =




Sintesis

3. Los coeficientes g, de la extension periddica son muestras
equiespaciadas de la funcion X(w)

1
CQTZV}T}((QD
0

4. CTFT para senales periodicas
x(t) =) ae"™ «F> 21 a,6(0-ka,)
k=

k=—o0

= kao,

5. Relacion con la funcion de sistema:
H(w) = _[oo h(t)e ™ dt = H(s)‘ ~, jo € ROC
0 S=jw
6. Principio de incertidumbre: Las propiedades de escalado en el
tiempo y en frecuencia nos indican que si una senal se expande

en uno cualquiera de los dominios, t 0 w (f), inevitablemente se
comprime en el dominio complementario.

S =




/. Respuesta de sistemas LTI a exponenciales complejas
x(1) =™ RN v (1)=x()H (a)
Z | H(s) 3 .
x(1) = Z a, e y(t)= Z a,H (ka,)e™™
k=—o0 k=—o0

8. Respuesta en frecuencia de sistemas LTI de tiempo continuo (s6lo si
{s=jw} = ROC,)

» . Y(a))
H =\ h “tdt=H =
(0)= " n)e ar=(s)| =
9. Respuesta en frecuencia de sistemas LTI descritos por e.d.l.c.c.
M
Y () > b (jo)
v 2.4 (Jw)k
k=0





