
9. Aplicación de la Transformada de Laplace a 
los sistemas LTI (I)
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s ∈ ¢, X(s) ∈ ¢
s=σ+jω

La definición dada tiene sentido únicamente para funciones 
causales
ω corresponde a una pulsación
Para que la Transformada de Laplace (TL) de x(t) exista deben existir 
algunos valores de la variable s para los cuales la integral converja. 
En caso contrario no existe X(s). Al conjunto de valores de s para los 
cuales la integral converge, se le llama región de convergencia
(ROC) de X(s) ≡ ROCX.
La ROC se representa en el plano ¢ mediante una zona sombreada, 
Su representación será tridimensional
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Diagrama de polos y ceros (I) 

Ceros: valores de s que anulan a X(s). Por notación: CERO ≡ o
Polos: valores de s que hacen ∞ a X(s). Por notación: POLO ≡ x 

Cuando la TL proviene de: 
una combinación lineal de exponenciales complejas, 
o de sistemas descritos por ecuaciones diferenciales lineales de
coeficientes constantes, entonces:  

La expresión algebraica de la transformada es un cociente de 
polinomios. En este caso se dice que se trata de una 
transformada racional 
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Diagrama de polos y ceros (II)

Si H(s) es cociente de polinomios en s:

1
1 1 0

1
1 1 0

( )
n n

n n
m m

m m

b s b s b s bH s
a s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
L

L

1 2

1 2

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

n

m

s c s c s cH s k
s p s p s p

− − −
=

− − −
L

L

ci: ceros del sistema

pi: polos del sistema

Salvo un factor, cualquier polinomio queda definido por sus raíces
2

1 2

1 2

( 2)( ) ;
( 1)( 2)

2
1; 2

sX s
s s
c c
p p

−
=

+ +
= =
= − = −

   

Ceros:  
Polos:      



Diagrama de polos y ceros (III)

Coeficientes de H(s) reales ceros y polos reales o complejos 
conjugados 

Ejemplo 1:
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La ROC de X(s) es un semiplano que se extiende hacia la 
izquierda del plano s

Para TL racionales, la ROCX no contiene ningún polo: por 
definición de ROC, en todos los puntos de la misma, la integral 
debe converger 

Propiedades de la ROC (I)
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Propiedades de la ROC (II)

Si x(t) es de duración finita y existe al menos un punto s0 para 
el cual X(s) converge, entonces la ROCX es todo el plano s

T1 T2 t

x(t)

Señal de duración 
finita ⇒ ROCX =∀ s

jω

ROCX

σ



Propiedades de la ROC (III)

Si x(t) es señal derecha y existe al menos un punto s0 para el 
cual X(s) converge, entonces todos los valores Re{s} > Re{s0} 
pertenecen a la ROCX

Señal derecha:
x(t)=0, ∀t<T1

T1 t

x(t)
jω

ROCX

σ

Señal x(t) derecha  ⇒ ROCX a la derecha del polo de mayor parte real



X(s) Y(s)= X(s)H(s)S1   LTI
H(s)

x(t) y(t)=x(t)∗h(t)S1  LTI 
h(t)

Sea un sistema LTI de tiempo continuo con respuesta al impulso Sea un sistema LTI de tiempo continuo con respuesta al impulso hh((tt))

Si Si xx((tt)), , hh((tt) e ) e yy((tt) tienen TL, y aplicando la propiedad de convoluci) tienen TL, y aplicando la propiedad de convolucióón, n, 
obtenemos en el dominio transformado:obtenemos en el dominio transformado:

9. La Función de Sistema (I)
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La función de sistema (II)

La expresión algebraica de la función de sistema, H(s), se 
puede obtener como la relación entre TL de la salida y la entrada.

No es necesario que la entrada sea un impulso unidad. 

A esta función también se le llama función de transferencia del 
sistema



Si la expresión algebraica de la función de sistema es de tipo racional,  
podemos expresar H(s) en función de los polos pi y los ceros ci
Suponiendo raíces simples: 

La respuesta en frecuencia equivale a la función de sistema 
particularizada en s=jω

Función de sistema vs. respuesta en frecuencia (I)
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La respuesta en frecuencia se puede evaluar a partir del diagrama 
de polos y ceros

Eje jω del plano ¢: “eje de frecuencias”. 

El módulo se puede calcular como el producto de distancias desde el 
punto sobre el eje jω hasta cada uno de los ceros, dividido por el 
producto de distancias desde el punto sobre el eje jω hasta cada uno 
de los polos (salvo una constante):
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Función de sistema vs. respuesta en frecuencia (II)



Algo más sobre polos y ceros…

Los polos y los 
ceros de la 
expresión de la 
TL caracterizan 
la función en el 
dominio del 
tiempo casi 
completamente

σ

ω



Consideramos la forma general de una e.d.l.c.c. (N y M≥0):

Dos soluciones
Solución homogénea (régimen libre o transitorio)

Solución completa (régimen forzado o permanente)
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10. Respuesta en frecuencia de sistemas 
caracterizados por e.d.l.c.c. (I)



Para un sistema lineal, si la entrada x(t) es nula, la salida y(t) 
también. 

y la ecuación queda reducida al caso homogéneo. 

Para que la solución homogénea sea nula, todas las constantes ck
deben ser nulas, y para ello es necesario que todas las 
condiciones iniciales sean nulas ⇒

0)(       )()( 0)( Si 2

2

====⇒= M

M

dt
txd

dt
txd

dt
tdxtx L

Para que un sistema descrito por una e.d.l.c.c. sea lineal, 
es necesario que todas las condiciones iniciales sean nulas

10. Respuesta en frecuencia de sistemas 
caracterizados por e.d.l.c.c. (II)



Supongamos que todas las condiciones iniciales de la siguiente 
e.d.l.c.c. son nulas 

Supongamos que la entrada x1(t) da lugar a la solución particular 
y1(t) y que la entrada x2(t) da lugar a la solución particular y2(t). 
Si tomamos una entrada  x3(t) = ax1(t)+bx2(t) se cumplirá:
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10. Respuesta en frecuencia de sistemas 
caracterizados por e.d.l.c.c. (III)
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Observamos que la entrada x3(t) = ax1(t)+bx2(t) da lugar a la solución 
y3(t) = ay1(t)+by2(t) si se cumple que todas las condiciones iniciales 
son nulas. 
Si alguna condición inicial fuera no nula habría que añadir la 
solución homogénea yh(t)≠0 a y3(t) y el sistema sería no lineal 

10. Respuesta en frecuencia de sistemas 
caracterizados por e.d.l.c.c. (IV)



Invarianza en el tiempo de un sistema descrito por una e.d.l.c.c.
Como todos los coeficientes son constantes y la derivada es 
invariante en el tiempo, un sistema descrito por una e.d.l.c.c. será
invariante si las condiciones iniciales son invariantes en el tiempo, es 
decir, si al retrasar o adelantar la señal de entrada, las “condiciones 
iniciales” se desplazan en el tiempo en la misma cantidad que la 
señal de entrada

Linealidad de un sistema descrito por una e.d.l.c.c.
Un sistema descrito por una e.d.l.c.c. será LTI si y sólo si las 
condiciones iniciales son nulas y trasladables en el tiempo. A esa 
situación se le llama reposo inicial. Por tanto: 

Un sistema descrito por una e.d.l.c.c. será LTI
si y sólo si parte del reposo inicial

10. Respuesta en frecuencia de sistemas 
caracterizados por e.d.l.c.c. (V)



Sea un sistema descrito por una e.d.l.c.c. que parte de reposo 
inicial (LTI):

Consideramos que N y M son positivos (sólo aparecen derivadas)
Suponemos que a0 es no nulo (aparece y(t))
Aplicamos TF a ambos lados de la ecuación

10. Respuesta en frecuencia de sistemas 
caracterizados por e.d.l.c.c. (VI)
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Sea un sistema definido por e.d.l.c.c. que parte del reposo 
inicial

Aplicando TL se tiene:
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H(s). Ejemplo (I)

Ejemplo 1:Ejemplo 1:
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Módulo de H(s). Ejemplo (I)
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H(s). Ejemplo (II)

Ejemplo 2:Ejemplo 2:
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Módulo de H(s). Ejemplo (II)
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Amplitud de la respuesta en frecuencia
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10. Introducción al filtrado

Filtro paso bajo
Primer orden
Segundo orden

Filtro paso alto 
Primer orden
Segundo orden

Filtro paso banda



Filtro paso bajo de 1er orden (I)
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Filtro paso bajo de 1er orden (II)
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Filtro paso bajo de 1er orden (III)
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Filtro paso bajo de 2o orden (I)
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Filtro paso bajo de 2o orden (II)
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Filtro paso bajo de 2o orden (III)
|H(jω)|
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Filtro paso bajo de 2o orden (IV)
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Filtro paso bajo de 2o orden (V)
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Filtro paso alto de 1er orden (I)
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Filtro paso alto de 1er orden (II)
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Filtro paso alto de 1er orden (III)
|H(jω)|

ωc ω

H0

Eje σ

Eje jω

|H(s)|
-1  σ

  jω

 plano s

12
1)(

+
=

s
ssH

jω

σ



Filtro paso alto de 1er orden (IV)
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Filtro paso alto de 2o orden (I)
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Filtro paso alto de 2o orden (II)
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Síntesis

1. Desarrollo en serie de Fourier 

2. Transformada de Fourier

Ecuación de síntesis del CTFS

Ecuación de análisis del CTFS0
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Síntesis

3.  Los coeficientes ak de la extensión periódica son muestras 
equiespaciadas de la función X(ω)

4.  CTFT para señales periódicas

5.  Relación con la función de sistema:

6. Principio de incertidumbre: Las propiedades de escalado en el 
tiempo y en frecuencia nos indican que si una señal se expande 
en uno cualquiera de los dominios, t o ω (f), inevitablemente se 
comprime en el dominio complementario. 
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7. Respuesta de sistemas LTI a exponenciales complejas
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8. Respuesta en frecuencia de sistemas LTI de tiempo continuo (sólo si 
{s=jω} ⊂ ROCH)
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9. Respuesta en frecuencia de sistemas LTI descritos por e.d.l.c.c.
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